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CAPITULO 3
CIRCUITOS RLC EN PARALELO SIN FUENTES

Problemas Resueltos

Problema 4: Calcular la corriente i(t) del problema 3, utilizando otro
método.

Solucion:

En el problema 3, se dispone de los siguientes datos:
L=(1/32)H

v(t) = 20e~*00 4 20e 1600t V

i(0)=-2 A

Por definicién, el voltaje en el inductor es:

I di
" = L—
LT M de

L ln]
J’dl =j —ULdt
0 o L

f(t)—i([]):llva dt
<)

i(t) = ]l ,[, podt +i(0)

v, = v = v(t)
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i(t) = H p(Odt + i (0)
40

1 t
i(t) = T[ (20490t + 20e-190%)dt + §(0)
-0

32

L

t 20
o —1600

=16001

e

20
Sy — —400t
i(t) =32 {[_4[.” e

}+ i(0)

0
i(t) = 32{[-0.05(e~*°°t — 1)] — [0.0125(e~16°0 — 1)]} + i (0)
i(t) = —1.6(e *9% — 1) — 0. 4(e 1690t — 1) + (—2)

i(t) = —1.6e 400 + 1.6 — 0.4e-1600t 4+ 0.4 — 2

i(t) = —1.6e7400t — 0.4e~1600t A

Problema 5: “Obténgase v (t) para el circuito mostrado en la figura

3.3” (Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p. 234).

1725 F

| C
I\

5_Q§ U-Lré 25/6 H (D S5uft) v

Figura 3.3

Para t < O, en la figura 3.3, la funcién escalén unitario vale uno, en-
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tonces, 5p(-t) = 5V, debido al estado estable del circuito y a la fuente inde-
pendiente de voltaje de 5 V de corriente continua, el inductor se comporta
como un cortocircuito y el capacitor se comporta como un circuito abierto;
el circuito resultante se muestra en la figura 3.4. A continuacién se plantean
las ecuaciones:

+ -
Uc(0)
+
505 (0) (Ds v
) ¢iL(o')
Figura 3.4
v (0°)==-5V
I-L(ﬂ_) - D
UL(D_) =0

Para t > 0, en la figura 3.3, la funcién escalén unitario vale cero, en-
tonces, 5p(-t) = 0, como resultado se tiene el circuito de la figura 3.5. Se
calculan los pardmetros del coeficiente de amortiguamiento exponencial &
y la frecuencia de resonancia wo.

1 1

ff = —— = =
2RC s
2(5}25

1 1
W, = = = 2.45
Ty 25\ (1
O

[ 25

11
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¢iR . u}

5_Q§ V. R25/6H p.-

+

¢ic

~ 1/25

Figura 3.5

x > Wy, entonces es un circuito sobre amortiguado.

La ecuacién de voltaje es:

7. (1) = Ajes1t + A eszt

S, = —a+ /az —W,? = -25+,/(25)? - (245)2 = -2
S, = —a — ’uz -Wy? = -25-,/(25)? — (245)? = -3

v.(t) = Aje 2t + A e3¢
0 )=v.(0)=v.(0*)=5

v.(0) = Ae” + A,e? =5

Jll‘.\.]_ + Az = 5

dv,

dt = —2!—'&1&_2[ - 3;\2&_31:
Lel = _24,e% — 3A,¢°
dt lg=p

(3-16)
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d £

—e =24 —3A, (3-17)
. dv,

i.=0—

¢ dt

dv.  ic

dt ~ C

dve|  _ iel0)

? =0 - Cr (3_18)

En el nodo superior de la figura 3.5, se aplica la Ley de Corrientes de
Kirchhoft (LCK), asumiendo que las corrientes que entran al nodo tienen
signo negativo y las corrientes que salen del nodo tienen signo positivo:

fR + IL + Ic =0
I-R(U-'-) + IL((}+) + lc(ﬂ+] —_ D
i(07) =i (0) =i (0*)=0

v.(0%)

ER{U+} = R

- E: 1
5

ir(0*) = 1A

ic(0%) = —ig (0*) — iy (0%)

i,(0t)=-1-0=-1

i.(0*)=-1

Reemplazando en la ecuacién (3-18):

13



Solucionario de circuitos eléctricos
en estado estable y transiente

14

% =i“(ﬂ)=__1=_25
dt = C L
25
dv, - _
I =0 - 25

La ecuacién (3-17) = (3-19):
—2A, — 3A, = —25
2A,+3A, =25

De la ecuacién (3-16):

A, =5-A,
Reemplazando en la ecuacién (3-20):
25— A;) +3A, = 25
10 — 2A, + 3A, = 25

A, = 15

A, =5-15=-10

A, =-10

v (t) = —10e~2t 4 153t

v (1) = v ()

v (t) = 15e 3t —10e72t Y

(3-19)

(3-20)
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Problema 6: “Para el circuito RLC de la figura 3.6, encuéntrese iz(t)”
(Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p. 234).

50 H 10u(-) V
I )

10u(t) VCD 40Q § ~~ 5mF

¢iR

Figura 3.6

Solucion:

Para t < 0, en la figura 3.6, las dos funciones escal6n unitario vale
uno, entonces, 10u(-t)V = 10 V, debido al estado estable del circuito y a
las dos fuentes independientes de voltaje de 10 V de corriente continua,
el inductor se comporta como un cortocircuito y el capacitor se comporta
como un circuito abierto; el circuito resultante se muestra en la figura 3.7.
A continuacién se plantean las ecuaciones:

~
QS
<

)

-— >
1.(0)

10V CD 40 Q § :1}c(0')

| 1:(0)

G

Figura 3.7
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. 10
I.R[:ﬂ_) = E =25 A

iL(07) = ix(0") =0.25A
Aplicando la LVK en el LAZO externo de la figura 3.7, se tiene:
—1:(07)+10+10=10

—v:(07)+20=10

2.(07) =20V

Para t > 0, en la figura 3.6, las dos funciones escalén unitario valen
cero, entonces, 10p(-t)V = 0, como resultado se tiene el circuito de la figura
3.8. Se calculan los pardmetros del coeficiente de amortiguamiento expo-
nencial & y la frecuencia de resonancia w.

T L ¢ Ix lc¢

10V 40 ! § 5mF;\vc

Figura 3.8

1 1

4 =RC™ 2(20)(5x10-7)

1 1

Wo=Te" JGOGx10-9) ’

16
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a > W, ,entonces es un circuito sobre amortiguado.

La ecuacién de voltaje es:

v (t) = A es1t + A es2t

S, = —a+ /az —W,2=-25+./(25) - (22 = -1
S, = —a— Jo —Wy2 = —2.5 - J(28F — (2F = —4

7. (t) = Ajet + Ae# (3-21)
dWC =t -4t
dt =_.A1E _4A2E

dv,

— — —A.pl — 0

atl, Aje 4 Ase

d [

—d‘: L = AI—4A, (3-22)

En el nodo superior de la figura 3.8, se aplica la Ley de Corrientes de
Kirchhoft (LCK), asumiendo que las corrientes que entran al nodo tienen
signo negativo y las corrientes que salen del nodo tienen signo positivo:

_EL + F:R + ic —-_ D
—I:L[D+) + IR{D+] + Ic[tﬂ-}—) = D

L3 (n_) = Uc(ﬂ) = vc(ﬂ+] =20V

17
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[ +) = UEI:U+) = E =
ix(0%) r 70 = 05A
ir(0Y) =05A

ic(ﬂ"') = fL(ﬂ+) - iﬂ(ﬂ+)

ic(0*) = 0.25 - 0.5 = —0.25

i.(0*)=-025A

(3-23)

Por definicién la corriente en el capacitor es:

o Cdvc

T

d.v.: _ ic

dt ~ C

dv|  ic(0)  —025
dtl.y, ~ € ~ 5x1073%
Lel = _50

dt lg=p

La ecuacién (3-22) = (3-24):
—A, — 4A, = —50

A+ 4A, =50

De la ecuacién (3-21):

v.(0) = Ae® + Ae® = 20

=50

(3-24)

(3-25)
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Jq.]_ +Az =2ﬂ

ﬁl=zn_lﬁlz

Reemplazar en la ecuacién (3-25):

20— A; +4A, =50

3A, = 30
A, =10
A, =20-10
A, =10

v.(t) = 10e~t + 10e~*

v (t) _ 10e ' + 10e~*

e
ir(t) =3 40

= 0.25e7" + 0.25¢™%

in(0) = (0.25e7t + 0.25e~*) u(t) A

Problema 7: “El interruptor en la figura 3.9 ha estado cerrado du-
rante mucho tiempo. Determinese 7.(t) para todo t” (Hayt Jr. y Kemmerly,

1988, p. 234).

19
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(f) 60u(-t) V

t=0 1/30 mF
| C
N o1 €
L |-
§ 20 ¢ ¥
% 2 mH § 3.75 Q
__: 40V
X
Figura 3.9
Solucion:

Para t < 0, en la figura 3.9, la funcién escalén unitario vale uno, esto
es, 60u(-t) = 60V, el interruptor estd cerrado, debido al estado estable del
circuito y a las fuentes independientes de voltaje de 40 V'y 60 V de corrien-
te continua, el inductor se comporta como un cortocircuito y el capacitor se
comporta como un circuito abierto; el circuito resultante se muestra en la
figura 3.10. A continuacién se plantean las ecuaciones:

ory

20

be(0)
*® O O
liL (0)
§ 20
[e
) 3.75 Q
—40V
Figura 3.10
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7. (07) =—-60V
En el lazo izquierdo de la figura 3.10, se aplica la LVK:

—40+2i(0°) =0

40
[ T)l=—= 2
J'.L(ﬂ ) 2 W]
ip(0-)=20 A

Para t > 0, en la figura 3.9, la funcién escalén unitario vale cero, en-
tonces, 60p(-t)V = 0; el interruptor estd abierto, como resultado se tiene
el circuito de la figura 3.11. Se calculan los parimetros del coeficiente de
amortiguamiento exponencial & y la frecuencia de resonancia wo.

liL liR
+
5 mH 3750 Ue > 1/30 mF
Figura 3.11
C= = ! = 4000

2RC - 2(3.75) (ﬁxlﬂ*)

1 1

= 3872.98

W, = =
vIiC J(Exlﬂ‘g}(ﬁxlﬂ‘i)

21
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o > W, , entonces es un circuito sobre amortiguado.

La ecuacién de voltaje es:

v (t) = A eS1t + AjeS2t
7.(07) = v.(0) = v.(0*) = —60V
.(0) = Aje® + A,e? = —60

A, +A, = —60 (3-26)

S, = —a+ |a? — WyE = —4000 + J(4000)? — (3872.98) = —2999.99

S, = —3000

S; = —a— Ja? = Wy? = —4000 — /(4000) — (3872.98)? = —5000
S, = —5000

e (t} - ﬁle'“”m + EZE_EGUN (3_27)
dv,

o = ~3000 A;e73000 — 5000 Age 5000

dv,

—£| =-3000A,e” — 5000 Ae"

dt t=0

= _, =—3000A; — 5000 A, (3-28)

En el nodo superior de la figura 3.11, se aplica la Ley de Corrientes
de Kirchhoff (LCK), asumiendo que las corrientes que entran al nodo tie-

22
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nen signo negativo y las corrientes que salen del nodo tienen signo positivo:

iL+in+ic=0

i(0") +ig(0*) + ic(0*) =0

ic(0%) = =i L(0%) — ig (0*) (3-29)
ip(07)=1i(0) =i (0*)=20A

0+ —60
ir(0) = UE(R ) =37z = —16 A

Reemplazando en la ecuacién (3-29):

ic(0*) =-20-(-16) = -20+ 16

ic(0*) = —4 A
Cdvc
T
dve ic
dt ~ C
dv, ic(0) -4
oo = € = Txi0 = —120 000
el = -120000 (3-30)
dt =0

(3-28) = (3-30)

—3000 A; — 5000 A, = —120000

23
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24

3A;,+5A;, =120

De la ecuacién (3-26):

J.'I'.!.]_ _— —ﬁﬂ _A.z

Reemplazar en la ecuacién (3-31):

3(—60 — A;) +5A, =120

—180 —3A, +5A, = 120

2 A, =300
A, = 150

A, = —60 — 150
A, = —210

ot) = - 210e730%0 4 15000

Por definicién el voltaje en el inductor es:

vy =L—

dt

L 1 L
f l:ll[__ = —J- 'I.?Ldt
0 L 0

1
00 ~,0) = f podt

440

(3-31)
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-1 L
0= f podt + it (0)
40
v, = ve = —210 e~3000t } 150 g~5000t
-1 3
0® =1 f vedt +i.(0)
40

1
2x10-3

1
i () = j [—210 e-3000t 4 150 e=5090t|d + i, (0)
0
210
3000 ©

=3000t

L I 15” t
0

! —_ =5000t
i (t) = 500 {I —£000°¢

} +0,(0)

0
i (t) = 35(e=3000t — g0) — 15(e=5000t — &0) 4+ 20
iy (t) = 353000t _ 35 _ 15 g=5000t 4 15 + 20

’:L(t} = 35 p—3000t _ 5§ n=5000t A

Problema 8: calcular la corriente del inductor i(t) del problema 7,
utilizando otro método.

Solucion:

Por definicién, la corriente en el capacitor es:

, dve

le=C40

ic = l x10-3 E (=210 e—3000t | 15() g—5000t)
30 dt

25
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1
ic = 35X107*[~210(~3000)e°°%* + 150(~5000)e~5°°""]

iC —_ 21E—E{IUDI _ 25E—EUDDt

v —210e73000t 4 150 e~s000t
RERT 3.75

i = —56 e300t 4 40 =500t

i +ig+ic=0

ip = —ig — ¢

if, = —(—56 €3990t 4 40 e=5000t) — (2] @=3000t _ 25 -5000t)
if, = 56 e™3000 — 4() @=5000t _ 21 =3000C 4. 75 g=5000t

iL - 35 E—Eﬂ-ﬂ-ﬂt — 15 E—EUDDtA

Problema 9: “Después de haber estado abierto durante una hora, el
interruptor en la figura 3.12 se cierra en t = 0. Encuéntrese v.(t) para t > 0”

(Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p. 235).

y __-|-
6 A :X t=0 0.01 F Ve §10 o)

Figura 3.12

26
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Solucion:

Para t < 0, en la figura 3.12 el interruptor estd abierto, debido al es-
tado estable del circuito y a la fuente independiente de corriente de 6 A
de corriente continua, el inductor se comporta como un cortocircuito y el
capacitor se comporta como un circuito abierto; el circuito resultante se
muestra en la figura 3.13. A continuacién se plantean las ecuaciones:

—
1.(07)

Der
6 A ) 0e(0) §IOQ

Figura 3.13

(0 )=6A
v.(07) =10i,(07) = 10(6) =60V

v.(07) = 60V

Para t > 0, en la figura 3.12, el interruptor estd cerrado, como resulta-
do se tiene el circuito de la figura 3.14. La fuente de corriente de 6 A cir-
cula por el cortocircuito; esta fuente no afecta al circuito de la derecha para
los pardmetros que se desea calcular, dando como resultado el circuito de la
figura 3.15. Se calculan los pardmetros del coeficiente de amortiguamiento
exponencial & y la frecuencia de resonancia wo.

27
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6.25 H

T i

7 3 l +
C) 6 A 0.01 F~ Ue § 10 Q
Figura 3.14
iL ic iR
f N |
695 N 0.01 Fr Uk §10 Q
Figura 3.15
1 1

= 3RC - 2000000

1 1

VIC J(625)(0.01)

WD -

o > w,, entonces es un circuito sobre amortiguado.

La ecuacién de voltaje es:

vc(t) = A es1t + A es2t

51=_'|:|'.+ az_w%1=_5+ﬁ52_42=_

28
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S, = —a—\a —wj =—5—/52—42=_8

v.(t) = Aje~2t + Aje Bt (3-32)
7.(07) = v.(0) = v.(0*) =60 V

7.(0) = Aje® + A,e® = 60

A +A, =60 (3-33)

En el nodo superior de la figura 3.15, se aplica la Ley de Corrientes
de Kirchhoff (LCK), asumiendo que las corrientes que entran al nodo tie-
nen signo negativo y las corrientes que salen del nodo tienen signo positivo:

—iL+i.+ir=0

—i,(0*) + i (0*) + ig(0*) =0

i(0%) =i (0%) — ig (0*) (3-34)
i(07)=i () =i (0t)=6A

0*) 60
v (07) _60 _

(0t =
R0 =—F—=15

Reemplazando en la ecuacién (3-34):
(0 =6-6=0A

i(0")=0

29
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dve  ic

dt ~ C

dve|  i(0) 5
dtley, ¢
dve -0

dt =0

De la ecuacién (3-32):

dv,

—=_2A e—zt_BA e—at
dt 1 2

dv,

—| =-2A,e"-8A,¢"
dt t=0 ! :
Lel  =_2A,-84,

dt ly=p

La ecuacién (3-36) = (3-35):

—2A,—8A,=0
_EA]_:B.AJ
A = —4A,

En la ecuacién (3-33):

A+A; =60

~4 A, + Ay =60

(3-35)

(3-36)
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~3 A, = 60
A= -2 20
2 = 3_
A, = —20

A, =—4A, = 4(-20) = 80
A, =80

v.(t) =80e 2t —20e" 8t YV

Problema 10: considerando el problema 9, calcilese 7.(t) para t > 0.
Solucion:

En la figura 3.15, el voltaje en el inductor es:

diy,
i, = —L E

v, = v.(t) ,debido a que estdn en paralelo.

1 -l L
f di, = — ]—f v (t)dt
[i] *40

t

i (t) =i (0) = —:—f v (t)dt

=40
-1 1
0= -+ j s (D)t + iy, (0)
o]

31
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. — =2t =8t
iL(t) = 625[ (80 e 20 e~#)dt + 6
1 (80 to20 t
: - -2t | _ —gt
ip(D) 625{ e . ¢ u} +6

ip(t) = =0.16 {[-40(e2t —e?)] + 2.5[e 8t —e?]} + 6
i) = 64 2t—-1)+04(e 8 —-1)+6
i) = 64e2—64+04e+04+6

i(t) = 64e 2t —04e8

Problema 11: considerando el problema 9, encuéntrese el tiempo de

asentamiento ts para el voltaje en el capacitor w..

Solucion:

En el problema 9, el voltaje en el capacitor es:

7. (t) =80e "2t —20e"8

Derivando el voltaje en el capacitor e igualando a cero, se obtiene el

tiempo maximo tm:

32

dv,

— -7 —2t_2 — -8t
pn 80(—2)e 0(—8)e

—160 72t 4 160 e78m =0

160 e~8t™ = 160 e~2tm
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e-Btm — o-2tm

—8tm = —2tm

tm=20

Reemplazando el tiempo médximo tm en la ecuacién de voltaje del

capacitor, se tiene el voltaje méaximo en el capacitor:

7. (tm) = 80 e~2tm — 2() g~8tm
7.(tm) = 80e® — 20 e°
v (tm) = 80 — 20 = 60

v.(tm) = 60 Volt

El tiempo de asentamiento ts se obtiene tomando el 1 % del voltaje

maximo, esto es:

1% v(t) = 0.01(60) = 0.6 V
0.6 = 80 e~2ts — 20 e~8ts
0.6 = 20 (4 72t — g~0%5)

0.6

— =4 E—zts — E—Bts
20

0.03 = 4 e~2ts — g-0ts

Despreciando al segundo término exponencial, debido a que este tér-

mino se atenda mds rapido que el primero:

33
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0.03
= p—2ts
2 e

| it 2ts |
n— =-2ts Ine

4

In 7.5x1073

ts = - = 245 Seg.
ts = 2.45 Seg.

Problema 12: “Supéngase que el circuito de la figura 3.16 estd critica-
mente amortiguado, con ©(0) =100 V e #(0) = 4 A. Entonces, si R = 10xt y
o = 100 Np/s. a) Obténganse los valores de L y C; b) encuéntrese v(t) para
t > 07 (Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p. 235).

liL l Ix I

L §R v

|'\I+‘_

Figura 3.16

Solucion:

De los datos del problema:
v(0) =100V

(M) =i(0)=4 A
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R=1010

a =100 N,/s

De la ecuacién del coeficiente de amortiguamiento exponencial:

1
“=3JRC

Se despeja el capacitor C:

1 1
= = = 10°% F
C=2Ra 200)(100) X0
C = 500x10-¢ F
C = 500 pf

o = W, , circuito criticamente amortiguado, por dato del problema.
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36

L = 4(10)%(500x10-%)

L=02H

Para un circuito RLC en paralelo criticamente amortiguado, el vol-
taje viene dado por:

v(t) = e =t(A;t 4+ A,)

v(t) = e 100 (At + A;)

7:(07) = v.(0) = v.(0*) = v(0) = 100 V ,debido a que el capa-

citor no permite cambios bruscos de voltaje.

2.(0) = e°[A,(0) + A,] = 100
A, = 100

7. (t) = e" 1994 (A t + 100)

dv
P (—100)e~190t (A, t + 100) + e~ 100t(A, )
dv,
—| = (=100)e"[A;(0) + 100] + €°A,
dt t=0
dv,
| = (~100)(100) + A,
dt t=0
el = A, — 10000
dtleg

(3-37)

En el nodo superior de la figura 3.16, se aplica la Ley de Corrientes
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de Kirchhoff (LCK), asumiendo que las corrientes que entran al nodo tie-
nen signo negativo y las corrientes que salen del nodo tienen signo positivo:

ip+ig+ic=0

iL(0%) + iz (0*) +ic(0*) =0
ic(0%) = =i (0%) —ig(0*)
ip(07) =i (0) =i (0*)=4A

v.(0%) = v(0) = 100

Pty = v‘:(ﬂ+} = E =

ir(0%) R 10 10 A
ir(0Y) =10 A

ic(0*) = —-4-10=-14
ic(0)=—-14A

) cdv“

g =C—

¢ dt

dv.  ic

dt ~ C

dv, i.(0) -14

dtle C  500x10°° = —28000
Lel = _28000 (3-38)
dt i

La ecuacién (3-37) = (3-38):
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Ay — 10000 = -28000
A, = -=28000 + 10000 = —18000

b) v(t) = e~ 199 (—18000t + 100) V

Problema 13: “a) ;Qué valor de R provocard un amortiguamiento
critico en el circuito mostrado en la figura 3.17? b) Usando este valor de R,

calculese i(t) para t > 0” (Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p. 235).

5 mH 1~ 200pF R

e
'~
\_/
60u(-t) V

Figura 3.17

Solucion:

Para t < 0, en la figura 3.17, la funcién escalén unitario vale uno, esto
es, 60p(-t) = 60 V. Debido al estado estable del circuito y a la fuente inde-
pendiente de voltaje de 60 V de corriente continua, el inductor se comporta
como un cortocircuito y el capacitor se comporta como un circuito abierto;
el circuito resultante se muestra en la figura 3.18. A continuacién se plan-
tean las ecuaciones:
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Timj

Figura 3.18

2.(0°) =0V

i(07) = %

(3-39)

Para t > 0, en la figura 3.17, la funcién escalén unitario vale cero,
esto es, 60p(-t) = 0, como resultado se tiene el circuito de la figura 3.19. Se
calculan los pardmetros del coeficiente de amortiguamiento exponencial &

y la frecuencia de resonancia wo.

5 mH

TL

A

icl

~~ 200pF

iRl

SR

Figura 3.19

39



Solucionario de circuitos eléctricos
en estado estable y transiente

_ sx10~3 _
R=[iGooxe=ms — 2500

R =25K0

Reemplazando en la ecuacién (3-39):

i(07) = 60 =0.024 A
WA =250

i(07)=0.024 A
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1 1

= = _ 1
2RC  2(2500)(200x1071%) 000000

[

= 1000000 N,/seg

Para un circuito RLC en paralelo criticamente amortiguado, el vol-

taje viene dado por:

v.(t) = e (At + Ay)

v (t) = e~1000000t(A ¢t 4 A,)
v(07) = v.(0) = v (0*) =0
7.(0) = e®[A; (0) + A;] =0

A, =0

v, (t) = e? nnnonm(glt)

Ve

dt

— (_lﬂ{]nunﬂ]e—lﬂﬂﬂﬂﬂﬂt (ﬁllt) + e—lﬂﬂﬂﬂﬂﬂt Al

dv,
| = (=1000000)e°(0) + €°A, = A,
dt t=0

| = A, (3-40)

t=0

En el nodo superior de la figura 3.19, se aplica la Ley de Corrientes

de Kirchhoff (LCK), asumiendo que las corrientes que entran al nodo tie-

nen signo negativo y las corrientes que salen del nodo tienen signo positivo:
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~i, +ic+ig =0
—i, (0*) 4+ ic(0*) + ig(0*) =0
ic(0*) =i (0%) — ig(0*)

iL(07) = i (0) = i (0*) = 0.024 A

ve(0Y) 0
R~ 2500

ir(0%) = 0
ic(0*) = 0.024 — (0) = 0.024

ic(0*) =0.0244 A

o Cdvc

=M 0

dve  ic

dt ~ C

dv, ic(0) 0.024 ,

Wtleo = C ~ 200x10- 72~ 12X10

= _, =12x107 (3-41)

La ecuacién (3-40) = (3-41):

A, = 12x107
ve(0) = e~ 19°t(12x107 t)

o Cdvc
=M 0
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ic = 200x10712[(=10%)e1"t(12x107t) + e~ 1°"t12x107]
ic = —24000 t e™10°t + 0,024 10"

ic(t) = 0.024 e~19°t — 24000 te~19"t A

Problema 14: “Sean v(0) = 0 e i(0) = 5 A en el circuito mostrado en
la figura 3.20. Si L = 0.1 H, w, = 100 rad/s y si el circuito estd criticamente
amortiguado, a) obténganse los valores de R y C; b) determinese o(t) para t
> 0; ¢) obténgase v, y el instante #, en el que ocurre” (Hayt Jr. y Kemmerly,

1988, p. 235).

lﬂ; Ll il
gL §R C -

1 1+

Figura 3.20

Solucion:

L=01H

W, = 100 rad/seg
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1 1

— 3
w,r L @oorn KT F

C=1 mF

o = Wy, circuito criticamente amortiguado por dato del problema.

11
4R2C?2 T LC
11
4RC L
RE — L
f 4(1::10'3]' =30
R=50

Para un circuito RLC en paralelo criticamente amortiguado, el vol-
taje viene dado por:

b) v(t) = e (At + A,)

1

¢ 25 (axi0-5) 100

v(t) = e 109t (A t + A,)
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ve(07) = v(0) = v (0*) =v(0) = 0
no permite cambios bruscos de voltaje.

v(0) = e®(A,(0)+ A,) =0
A, =0

v(t) = e 190tA ¢

dv
I — (_lﬂme—mmﬂlt + Ale‘m‘“
dv,
t=0
dv, _
F t=0 - Al

, debido a que el capacitor

(3-42)

En el nodo superior de la figura 3.20, se aplica la Ley de Corrientes
de Kirchhoff (LCK), asumiendo que las corrientes que entran al nodo tie-
nen signo negativo y las corrientes que salen del nodo tienen signo positivo:

iL+ig+ic=0

iL(0%) +ig(0") +ic(0*) =0

ic(0%) = =i, (0%) — ig (0%)

i(07) =i (0*) =i (0)=i(0)=5 A

v(0*)
5

0
[R[ﬂ+) = =§=ﬂ

ic(0*) = -5-0=-5
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iclo¥)=-5 A

du, ic(0) -5

dtle, 5  1x107% =000
v/t) = o(t)

Ll = _5000

dt ly=p

La ecuacién (3-42) = (3-43).

A, = -=5000

b) v(t) = e~19%(—5000t)

d
0) d—f = (=100)e-19t(—5000 £) + e-19°t(—5000)

5x10%e~100tM¢y — 5000 e~100tm — )
5000[100 e~ 100tmpy — a~—100tm] —
100tm e~100tm _ g-100tm —

lﬂﬂtm E—‘lﬂﬂtm _ e—wﬂtm

=100tm
100tm = ——Tootm
tm = L _ 0.01 S
m = o5 =0. eg.
tm = 0.01 Seg.

v(tm) = e~ 100tm (—5000tm)

46
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v(tm) = —(5000)(0.01)e-100 (0.01)

v(tm) = —18.394 V

Problema 15: “El interruptor que aparece en la figura 3.21 ha estado
cerrado durante mucho tiempo. Obténgase i(t) después de que este se abre
en t = 0" (Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p. 235).

t=0

_0)’, 2500 Q

—450V § 625 Q 2 H ~~2uF

Figura 3.21

Solucion:

Para t < 0, en la figura 3.21, el interruptor estd cerrado. debido al
estado estable del circuito y a la fuente independiente de voltaje de 450 V
de corriente continua, el inductor se comporta como un cortocircuito y el
capacitor se comporta como un circuito abierto; el circuito resultante se
muestra en la figura 3.22. La resistencia de 625 ) se abre debido a que estd
en paralelo con el cortocircuito. A continuacién se plantean las ecuaciones:
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2500 Q

AN/

=450V 6250 ~ Uc(0)

Figura 3.22

vc(07) = 0 , debido a que se encuentra en paralelo con el cortocir-
cuito.

En el lazo izquierdo se aplica la LVK:

—450 + 2500i(0-) =0

0-) =29 _ 018 A
W =%500 " 01

Para t > 0, en la figura 3.21, el interruptor se abre. Como resultado se
tiene el circuito de la figura 3.23. Se calculan los pardmetros del coeficiente
de amortiguamiento exponencial & y la frecuencia de resonancia w.

2 i L
t R
Ve ;

§6259 2 H < 2uF

Figura 3.23
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1 1
= = = 4
= IRC - 2(625)(2x10 ) 100
1 1
Wa = — - 5["[]

"TVIC  J@)(@2x10-9)

o < Wy, es un circuito subamortiguado.

Para un circuito RLC en paralelo subamortiguado, el voltaje viene

dado por:

v (t) = e~ *(B, cos Wyt 4+ Bysen Wyt)

wy = /(wo)— o = /5002 — 4002 = 300
v (t) = e~*9°(B, cos 300t + B, sen 300t) (3-44)
ig(0*) +i,(07) +ic(0*) =0

) v.(0%) 0
iR(01) === 5 =0

il(07)=i.(0) =i (0t)=0.18 A
fc(ﬂ+) = -fR(ﬂ+] = iL(ﬂ+)
ic(0%) =-0.18 A (3-45)

v.(07) = v.(0) = v.(0") =0
Reemplazando en la ecuacién (3-44):

v.(0) = e“[El cos0 + BZ(U)} =B, =0
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v.(t) = e *°MB, sen 300t (3-46)
% = e~ "00YB,(300) cos300t) + (—400)e *°*B, sen 300t
dv,

Tl = e(B,(300)) = 300 B,

dt t=0

el =300B, (3-47)
dt lg=p

) du,

e=C%

dv, i.(0*) -—0.18

—_— = = = —9

dt [y—g C 2x10° 0000

el = _90 000 (3-48)
dt ly=p

La ecuacién (3-47) = (3-48):

300 B; = —90000

B, = —300
Reemplazando en la ecuacién (3-46):

7. (t) = e~*294(—300) sen 300t
v.(t) = =300 e~*°9t sen 300t (3-49)

. dv,
=Cq
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d
i.(t) =2x10°% a{—BﬂD e~ 100t gon 300t)
i (t) = (2x107%)(—300)[e~*""*(300) cos 300t + (—400)e~*""t sen 300t]

i.(t) = —0.18 e~ *% cos 300t + 0.24 e~ #00t 5en 300t (3-50)

) 3 (1) _ =300
ip(t) = 62t = ga5 © sen 300t
ip(t) = —0.48 e~ sen 300t A (3-51)

En el nodo superior de la figura 3.23, se aplica la Ley de Corrientes

de Kirchhoff (LCK), asumiendo que las corrientes que entran al nodo tie-
nen signo negativo y las corrientes que salen del nodo tienen signo positivo:

ip+i+i.=0
[ =—i.—ig
i) = =(=0.18 e " o5 3000 + 0.24 e7*0% gen 3000) — (0,48 e~ 400 gep 300¢)

i(t) = 0.18 e~ 400 £gs 300t — 0.24 e~ 400 gen 300t — 0.48 e~*00 gen 300t

i(t) = 0.18 e *% cps 300t — 0.72 e *0 5en 300t A

Problema 16: “El interruptor en el circuito de la figura 3.24 ha estado

abierto durante varias horas antes de cerrarse en t = 0, encuéntrese v.(t)

para t > 0” (Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p. 236).
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0.8 H
- 00
lswl
A _i
20 A t=0  0.01 F 4~ Ve §10 Q
Figura 3.24
Solucion:

Para t < 0, en la figura 3.24, el interruptor estd abierto. Debido al
estado estable del circuito y a la fuente independiente de corriente de 20
A de corriente continua, el inductor se comporta como un cortocircuito y
el capacitor se comporta como un circuito abierto; el circuito resultante se
muestra en la figura 3.25. A continuacién se plantean las ecuaciones:

_, L(0)
l Tow(07)

yy o) ot
() 20 A De(0) §10 Q
o o

Figura 3.25

iew(07) =0

i(07)=20A
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ve(07) =107, (0") = 10(20) = 200

7. (07) = 200 Volt

Para t > 0, en la figura 3.24, el interruptor estd cerrado, como resulta-

do se tiene el circuito de la figura 3.26.

CD 20 A v 001F5

PAES

glOQ

Figura 3.26

La fuente de corriente de 20 A circula por el cortocircuito, esta fuente
no afecta al circuito de la derecha para los parimetros que se desea calcular,
dando como resultado el circuito de la figura 3.27. Se calculan los pardme-
tros del coeficiente de amortiguamiento exponencial X y la frecuencia de

resonancia wo:

. I }lc
U Eo.s H 0.01 F~ Ve
l -

1sw

| i

§IOQ

Figura 3.27
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1 1
®=3RC ™ 2(00)(00D) _ °

1

1
VIC  J(08)(0.01)

W, = =11.18

Wy > a , es un circuito subamortiguado

Wy = [Wp* —a? = /(11.18)% — 52 = 10 rad/seg

Para un circuito RLC en paralelo subamortiguado, el voltaje viene

dado por:
. (t) = e"**(B; cos Wyt 4+ B, sen W4t)
v (t) = e™5(B, cos 10t + B, sen 10t)
v.(0) = e®(B; cos 0° + B, sen 0°) = B,
7.(07) = v.(0) = v.(0*) = 200 Volt
v.(0) = B, = 200
B, = 200

v (t) = e 51200 cost 10t + B, sen 10t) (3-52)

En el nodo superior de la figura 3.27, se aplica la Ley de Corrientes
de Kirchhoff (LCK), asumiendo que las corrientes que entran al nodo tie-
nen signo negativo y las corrientes que salen del nodo tienen signo positivo:

—fL+fc+iR=n
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—I:L(ﬂ+) + lc(ﬂ+] + LR({}+) =10
ic(ﬂ+) = fL(ﬂ+) - iR(U+)
iL(07) =i (0) =i (0*)=20A

(1 200
v ( ) _ 200 _ 20 A

r(0%) ==75 10

ic(0*)=20-20=0 A

ic(0)=0A
dv,
fe=C4r
dve  ic
dt ~ C
dv, ic(0) 0 0
dtle., C ~C
el =0 Volt
dt lg=p

De la ecuacién (3-52):

(3-53)

dv., d -

—=—|e "2 10t + B 1

e [e-5t(200 cos 10t + B, sen 10t)]

dve -5t

Franln [(200)(10)(—sen 10t) + (B,10cos 10t)]

+ (=5)e~5Y(200 cos 10t + B, sen 10t)
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(3-54)

da.

d—; = e Y —=2000 sen 10t + 10B, cos 10t) — Se~** (200 cos 10t + B, sen 10t)

dv,

dli = e%(—2000 sen 0° + 10B; cos0%) — 5e°(200 cos 0° + B, sen 0°)
t=0

dv,

—| =10B, —5(200)

dt t=0

el = 10B, — 1000

dt ly=p

La ecuacién (3-54) = (3-53):

10 B, — 1000 = 0
10 B, = 1000
B, = 100

v.(t) = e 5'(200 cos 10t + 100 sen 10t) V

Problema 17: considerando el problema 16, calcular 7.

Solucion:

En la figura 3.27:

. .
Isw = —1

La corriente en el capacitor:

(3-55)
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) P
Ic &] = CI

De la ecuacién (3-55):

d
ic(t) = CE [e=5t(200 cos 10t + 100 sen 10t)]

ic(t) = 0.01[e~5*((200)(10)(~ sen 10t) + (100)(10) cos 10t)
+ (—5)e~5%(200 cos 10t + 100 sen 10t)]

ic(t) = 0.01[e~5*(—2000 sen 10t + 1000 cos 10t ) — 5e~5¢ (200 cos 10t
+ 100 sen 10t) |

i(t) = 0.01 e [—-2000 sen 10t + 1000 cos 10t — 1000 cos 10t — 500 sen 10t]
ic(t) = 0.01e~3[—2500 sen 10t]
ic(t) = —25 e 5'sen 10t

Coyov® 1
ir(t) = o = T10¢ (200 cos 10t + 100 sen 10t}

ip(t) = €5t (20 cos 10t + 10 sen 10t)

En el nodo superior de la figura 3.27, se aplica la Ley de Corrientes
de Kirchhoff (LCK), asumiendo que las corrientes que entran al nodo tie-
nen signo negativo y las corrientes que salen del nodo tienen signo positivo:

—£L+£c+ig=ﬂ

£L=iE+IR
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i,(t) = =25e75'sen 10t + e 5% (20 cos 10t + 10 sen 10t)
i(t) = =25 e 5'sen 10t + 20e 5 cos 10t + 10 e~ 5'sen 10t
i (t) = —15e 5'sen 10t + 20e™5" cos 10t

i (t) = e=5(—15 sen 10t + 20 cos 10t)

g (1) = =i, ()

it (t) = —=[e~5Y(—15 sen 10t + 20 cos 10t)]

ilw(t) = e 515 sen 10t — 20 cos 10t)

En las figuras 3.26 y 3.27:

iew () = 20 + il (1)

isw(t) = 20 + e7(15 sen 10t — 20 cos 10 t)

Problema 18: considerando el problema 16, calcular 7., de otra forma.
Solucion:

Por definicién, el voltaje en el inductor:

—v, =L—

dt

1 1
fL = _[—J- U'Ldt
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1 L
zgn:-ffvgmn
vr(t) = vlt), ver la ecuacién (3-55).

1 1
iﬂﬂ:-rj p(O)dt

’l

1 8
—i(t) = ]—j e~*Y(200 cos 10t + 100 sen 10t)dt

1 1
—iy () = — [ e-5t2 10tdt + — | e-5t1 1
iL(t) 08 JE 00 cos 10tdt + 08| © 00 sen 10t dt

t
—i (1) = ESHJ e teos 10t dt + 125j e~ 5t sen 10t dt

u = cos 10t [dv=[e 5tdt

Pl 1

du = —-10sen 10t dt v=——

t I
f e~ cos 10t dt = uv — f vdu
0

-0

t e—5t e—St
J’ e *lcos 10t dt = —ch-s 10t— I e (=10 sen 10t)dt

—-oco

W5t t
[e™% cos 10t dt = —*—cos 10t |‘:1 — 2 [ e 5'sen 10t dt (3-56)

=5

—i (1) = 250 I— ¢ -

t t
-2 f e ' gen 10t dt
[i]

o

1 §
cos 10t + 125J‘ e % Sen 10t dt
i)
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60

t
—ip(t) = —=50e~5" cos 10t|}, — 5ﬂﬂf e~5tSen 10t dt + 125 f e~ %Sen 10t dt

[} -oco

—i () = —50e~5 cos 10t|'. - 375 ["e~5'Sen 10t dt (3-57)

t
J- e 5t sen 10t dt = uw —[vdu

[}

u = sen 10t [dv = [e >t dt
du = —10cos 10tdt 1;'=—%St
t e=St t t e=5t
f e >l sen 10t dt = ——g—sen 10t] - f - 10 cos 10t dt
—cn - =0

t

t e—Et t
f e > gen 10t dt = — ——sen 10t +2 f e~ cos 10t dt
] - =0

De la ecuacién (3-56):

t o5t t
I e~ Stgen 10t dt = — = senl0t +2[—

-

- T
DSI.

4
3 oS ll.'.lt| -2 I e~ genl0t dt]

a5t t t
3 senldt| —[04e "' cos10tt, — 4[ e~ 5 tgenl0t dt]

-0

L
[ e 5gen 10t dt = —

=5t

t
e
5] e %'sen 10tdt = [—?senl{}t — [0,4 e 'cos10t |L..

—a

& t
t =St e _ St t
_[_m e~ 5tgen 10t dt = l — senl0t |_m [0,08 e~5tcos10t %, (3-58)

]

La ecuacién (3-58) en (3-57):

-5t

it
=i (t) = =[50 e~*cos10t]t., — 375 I— 02—5 senlie | — 0,08e"*'cos10t
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—ip(t) = —[50 e 5'cos10t|" . +15e tsen10t|" ., + 30e Stcos10t|t .
—i (t) = —[20 e~5tcos10t| ., + [15e75t sen10t|t,,
—i (t) = —[20 e 5tcos10t — 0] + 15(e~5t sen10t — 0)

i (t) = +20e 5'cos10t — 15e~5'sen10t

i'sw(t) = =i (1)

i'sw(t) = —(20e~>*cos10t — 15e~3'sen10t)
iew(t) =20+ i';w(t)

isw(t) =20 4+ e 5'(—20cos10t + 15sen10t)

isw(t) = 20 + e~*(15sen10t — 20cos10t)

Problema 19: “Después de haber estado abierto durante mucho tiem-
po, el interruptor en el circuito mostrado en la figura 3.28 se cierraen t = 0.

Calculese v(t) para t > 0" (Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p. 236).

Solucion:

Para t < 0, en la figura 3.28, el interruptor estd abierto. Debido al
estado estable del circuito y a la fuente independiente de 20 A de corriente
continua, el inductor se comporta como un cortocircuito y el capacitor se

comporta como un circuito abierto; el circuito resultante se muestra en la
figura 3.29. A continuacién se plantean las ecuaciones:

il(0-)=20A
v (07) = 6.5(—i,(07))
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v.(07) = —(6.5)(20) = —130
v.(07) = —130V

20 A

E 5Q

+
% 7a H 1/26 F Uec

§6.sg

6.5 Q

Figura 3.28
20A 5o
O O
liL (0) |+
_Ue(0)
Figura 3.29
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Para t > 0, en la figura 3.28 el interruptor estd cerrado, como resul-
tado se tiene el circuito de la figura 3.30. La fuente de corriente de 20 A
circula por el cortocircuito y por la resistencia de 5 Q. Esta fuente no afecta
al circuito inferior para los parimetros que se desea calcular, dando como
resultado el circuito de la figura 3.31. Se calculan los parimetros del coefi-
ciente de amortiguamiento exponencial & y la frecuencia de resonancia wy:

L I Ix

| J !

3 va H 1/26 F ~A~Uc § 6.5 Q
Figura 3.30

Wy > a, es un circuito subamortiguado:
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liL llc liR
.|.
va H 1/26 F ~~Ue §6.SQ
Figura 3.31

La figura 3.31 es un circuito RLC en paralelo subamortiguado. El
voltaje viene dado por:

v (t) = e"** (B, cosW,t + B,senWj,t)

Wy =/ (Wp)? —a? =,/(10.2)2 = (2)2 = 10
v (t) = e"2(B,cos10t + B,sen10t)

v.(0) = (B, cos0? + B,sen0?) = B,
7.(07) = v.(0) = v.(0*) = =130

v.(0) = B, = —130

B, = —130

7. (t) = e= (=130 cos10t + B,sen10t)

% = e~ (+130({10)sen10t + 10B,cos10t) + (—2)e **(—130cos10t + B;senl0t)

dv,

Ty = e%(+1300 sen0 + 10B,cos0) — 2e®(—130cos0 + B,sen0)
t=0
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el = 10B, + 260 (3-59)

dt lg=p

En el nodo superior de la figura 3.31, se aplica la Ley de Corrientes
de Kirchhoff (LCK), asumiendo que las corrientes que entran al nodo tie-
nen signo negativo y las corrientes que salen del nodo tienen signo positivo:

iL+ic+ir=0

iL(0*) + i (0*) + ig(0*) =10

ic(0%) = =i, (0%) — ig (0*) (3-60)
i(07)=i(0) =i (0*)=20A

V.(0*)  —130

[ +) = —
ir(0%) === 6.5

=—-20A

En la ecuacién (3-60):

i.(0*)=-20-(-20)=0A

i.(0t)=0A
du.
() < o2
i.(t)=C o
dv. 1.
at e
dvc _ic;(-ﬂ)_ﬂ
dtl.y € L
(2]
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dv, -0

dt t=0

La ecuacién (3-59) = (3-61):

10B, + 260 = 0
10B, = —260
B, = —26

v (t) = e'”(—lB(} coslOt+ (=26 senlﬂt]]

v.(t) = e 2'(—=130 cos10t — 26 sen 10t) V

(3-61)
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CAPITULO 4
APLICACION DE LA TRANSFORMADA
DE LAPLACE

Problemas Resueltos

Problema 1: “En la red que se muestra en la figura 4.1, el interruptor
se mueve de la posicién a ala 4, en t = 0, habiéndose alcanzado previamente
el estado estable en la posicién a. Determine la corriente #(t) aplicando el

método de transformacién de Laplace” (Van Valkenburg, 1980, p. 229).

al ; R1
v= °T t=0
T L
. :
40)
Figura 4.1

Solucion:

Para t < 0, en la figura 4.1, el interruptor estd cerrado en la posicién
a, tal como se muestra en la figura 4.2. Debido a que el circuito se encuen-
tra en estado estable y a la fuente de voltaje independiente V de corriente
continua, el inductor se comporta como un cortocircuito.

a R1
4 i (O
V= i o

R2

Figura 4.2
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En la figura 4.2, en el lazo exterior, se aplica la Ley de Voltaje de
Kirchhoff (LVK):

-V +Ri(07) =0

L({])—

1

Para t > 0, en la figura 4.1, el interruptor estd cerrado en la posicién
b, tal como se muestra en la figura 4.3.

Rl
4

V= b
R, L
i)

Figura 4.3

En el lazo de la figura 4.3, se aplica la LVK:

R, i(t)+ Ryi(t)+ L d{:} 0
i(t)(Ry + R;) + L—— ai(t) =0

dt
Aplicando a cada término la transformacién de Laplace:

I(s)[Ry + R]+ L[SI(s)—i(07)] =0
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Reemplazando la condicién inicial de la corriente y reduciendo tér-

minos, se tiene:

LV
1

LV
R,
1s) LV Lv
5) = =
Ri(Ry + R, + LS) RiL(erg)
L
Vv 1
I(s) = —+——0~
R Ry+R;
(s +55%)

Aplicando la transformacién inversa de Laplace:

V 1
() = -1 = r-1
i(t)=LI(s)} =L R](S_I_Rﬁﬁ!z)
L
V 1
. - r=1)_ -
SO R P

L

V _Ry+Ry
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Problema 2: “En la red de la figura 4.4, el interruptor se desplaza de
la posicién a a la posicién 4, en el tiempo t = 0 (habiendo existido un estado
permanente en la posicién a antes de que t = 0). Calcular la corriente (t)
utilizando el método de la transformacién de Laplace” (Van Valkenburg,
1980, p. 229).

R _
— N\ N\N——03 t=0
i ob;
V=
_ =P
Cm
(1)
Figura 4.4

Solucion:

Para t < 0,en la figura 4.4, el interruptor estd cerrado en la posicién a,
tal como se muestra en la figura 4.5. Debido a que el circuito se encuentra
en estado estable y a la fuente de voltaje independiente V de corriente con-
tinua, el inductor se comporta como un cortocircuito y el capacitor como
un circuito abierto.

R a
—AANA
b
V= 1
Ve (0)
1(0)
Figura 4.5
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En la figura 4.5, en el lazo externo se aplica la LVK:

~V+Ri(07)=0
vV
(0-) = —
i((07) = =
El terminal b estd abierto; entonces el voltaje en el capacitor es cero:
(0")=0

Para t > 0, en la figura 4.4, el interruptor estd cerrado en la posicién
b, tal como se muestra en la figura 4.6.

R
— NN
a
1 (3/6_4'-
VvV —
p— + b .
Vc(f) an C i(t) - |
Figura 4.6
En la figura 4.6, se aplica la LVK:
di 1 [
L—+- f idt =0
dt ¢
di 1 o . t.
Le+2|f° iat+ [lidt] =0 (4-1)
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i—dq
T odt

qu=J'idt
q=J-idt

q(t) =J-i(t) dt

0

(0 = f,: (t)dt

— o0

Por definicién, la férmula de la capacitancia es:

._ 4
C==
V

Despejando el voltaje en el capacitor:

Tomando en cuenta las condiciones iniciales, el voltaje inicial en el
capacitor es:

—] q—(ﬂ_) =

Vv
: c

v.(07)

Reemplazando en la ecuacién (4-1):
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Aplicando la transformacién de Laplace a cada término, se tiene:

L(SI(s) —i(07)) + U‘m ]

+—.‘(s)—ﬂ

Vo1
LSI(s) —L=+—=—=1(s)=0

R CS

1) |15 + | =&

I()'Lf:sul VL

N ¢cs R

1y = VL VL ¢S VL cs
R LCS2+1 R (52

LC

vV s

I(s) =—
R_s' +_

Aplicando la transformacién inversa de Laplace:

i(t) = L7{1(s)}
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i(t) =L"1 E S —Eﬁ_l S
R g2 _!_% R g2 4 L

%
i(t) ==L {—>
R S? + (_)2

N L
IV 1
i(t)=—=cos—t
R \IC

Problema 3: “El interruptor de la figura 4.7 se mueve de la posicién
a ala posicién 4 en t = 0 habiendo estado en la posicién a durante mucho
tiempo antes de t = 0. El capacitor ¢, estd descargado en el tiempo t = 0.
Encuentre la solucién de la corriente i(t) para t > 0”(Van Valkenburg, 1980,

p.136).

Vo— ) Vs

Figura 4.7

Solucion:

Parat < 0,enla figura 4.7, el interruptor estd cerrado en la posicién a,
tal como se muestra en la figura 4.8. Debido a que el circuito se encuentra
en estado estable y a la fuente de voltaje independiente Vo de corriente
continua, los capacitores C; y C; se comportan como un circuito abierto. A
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continuacién se plantean las ecuaciones.

AAA O—AAN
— >
Vo — i(07) +
T +
Ve (0) -
-1

(o]
o Ve (0) V2(0)

Figura 4.8
U“(ﬂ_) = I""LII
Vea (0-)=0
Uz(ﬂ_) =0
i(0-)=0

Para t > 0, en la figura 4.7, el interruptor estd cerrado en la posicién

b, tal como se muestra en la figura 4.9.

b Ri
AAN o +
+
+ C2m Ve V>
Va Ci 1 -
L o
Figura 4.9

En la figura 4.9, en el lazo, se aplica la LVK:
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=Ve1 + R-lf. + Vez = ﬂ

t

1
——j;dt+R11+—Iidt=0
Cz

——Ijtdt+ iu!t +R11+—[Itdt+ Ldt =0

_Elj[ql(ﬂ'} + i dt] +R i+ Clz[i?z(ﬂ'} +ri dt] =0 (42

Pero:

q:(07)

C, =
! 1?;_.1({}_}

Despejando la carga uno:

ql(n_ ) = C1v,(07)

q:(07) = G,V
_ q.(07)
= ha©)

f!'z(ﬂ_] = G, (07)

q:(07) =C,(0) =0

Reemplazando en la ecuacién (4-2):
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—%hn+ﬂnﬂ+m¢+éh+ﬂm4=ﬂ (4-3)

Aplicando la transformacién de Laplace en cada término de la ecua-

cién (4-3):

1 [C,V, I(s} !(s)
E_l S Rl I(S)
Vo 1(s) 1(s)
TS Cs T Rl Hr:zs 0
+.f(3) [——'l“ R,y +a] 0
A [{5+mags+m]
— — j’ =
S + I(s) C.0os 0
V,C,C,S
I =
&) = SRSt C =)
VoCiCs VoC1Cy
I8) = s+ c ¢
ibilz | 2 R1C1Cz (5+R,C1::2)
Vo
1(s) = -
ry=Ca
R, (5+ n,c1c2)

Aplicando la transformacién inversa de Laplace:

i(t) = L7{I(s)}
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i(t) = L1 Yo — V_"L—1 ;
R (S+=2)f R |s+2
! RiCyCs R0

i(t) = Vo -(R2)e
Ry

Problema 4: “En la red de la figura 4.10, el voltaje inicial en ¢; es V3
y el de ¢; es V3, de tal manera que v:(0) = V7 y v,(0) = V2. El interruptor
se cierra en un tiempo t = 0. Determine la corriente #(t) para todo t” (Van

Valkenburg, 1980, p. 136).

R t=0
+o——~vvv—o><'o——o +
Vi =X = C2 vs

T
-0 0 —
Figura 4.10

Solucion:
Para t < 0, las condiciones iniciales del problema son:

Veq (0-) = Vi = Ul(ﬂ_)

Ve (07) = Vo = v,(07)

Para t > 0, en la figura 4.10, el interruptor estd cerrado, tal como se
muestra en la figura 4.11.
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R
+0 ANAA o +
+ +
(251 UCI;:CI C2 ;: Ve V2
— i —
-0 o -
Figura 4.11

En la figura 4.11, en el lazo central, se aplica la LVK:

—Ve +Ri+v,=0

L
! j'dt+ﬁ"+1 j'dt—ﬂ
. i i G idt =
[fldt+ftdt +R£+—|:fidt+

_ (07)
a Ve (ﬂ_)

ql(n_} = Cv(07) = G, 1,

_ q2(07)
B Vea (ﬂ_)

g (07) = Cuv,(07) = GV,

q,(U )+J-Idt]

+RL+C—2

t

%m1+IMt=ﬂ

]
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80

[« t

1
- C1V1+Jr,dt +Ri+— C,Vs + j dt| =0
Cy Cy
i} o

Aplicando la transformacién de Laplace en cada término:

r:lvl I(s} r:zvz f{s)
ﬂ'll S +RIGs Hfg S
v, I(s) .’(5}
_E_a‘ls +RIG )+ 3 r_:'zs =0
Vi
—?4—— I{s][——+R+ S] =0
1(s) [—Cz + RC,C.5 + Cﬂ ﬁ_ if"_z
CiC, S8 s 5
1(s) [R{Z}CZS +C; — Cz] _ Vi =V,
§ C.C,S -7 s
IGs) = (Vy = V2)C .S (Vy = V2)C G
S(Rﬂ1c25+(:1 _Czj R‘CICZ (5+ )
RCyCy
V - Vz
I(s) ——r
1=C3
(S-I_nr:,cz)

Aplicando la transformadcién inversa de Laplace:

i(t) = L{I(s)}
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(ool Ve |- [
R (5 + —c""z) R §48C
RCyCy RCyCa

[,.{1 — [;2 1:‘1-4:'2]:

e ‘RCIC;
R

i(t) =
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CAPITULOS5
POLOS Y CEROS DE UNA FUNCION

Problemas Resueltos

Problema 1: graficar los polos y ceros de la siguiente funcién de trans-
ferencia:

_1ﬂ(s+2}
1T s+5

Solucion:

Para graficar los polos y ceros de la funcién H;(s) en el plano S, se
procede de la siguiente manera:

Las raices que estin en el numerador de la funcién H; (s) se denomi-
nan ceros; esto es:

s+2=0
5=-2
Por lo tanto se tiene un cero en -2.

Las raices que se encuentran en el denominador de la funcién H;(s)
se denominan los polos; esto es:

s+5=10

5=-5
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Por lo tanto tenemos un polo en -5

El plano S, tiene una parte real y una parte imaginaria; esto es:
S=o+jw

En el plano S, a los ceros lo representamos con un pequefio circulo
(0) y alos polos, con una equis (x).

La grifica de esta funcién de transferencia H; (s), se encuentra en la

figura 5.1.

JwW

X
L ®
\/

Figura 5.1. Grafica de polos y ceros en el plano S
de la funcién Hi(s)

Problema 2: graficar los polos y ceros de la funcién de transferencia

Hg (S)

s(5s5 + 20)

Ha(s) = s+1

Solucion:
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Para graficar los polos y ceros, primero se debe manipular la funcién
y dejar las raices en la siguiente forma:

Todas las variables S deben estar solas; esto es:

55+20=0
5( +2{})
S —
5
5(s+4)=0

Por lo tanto, se debe volver a escribir la funcién H(s), y queda como
sigue:

5s5(s + 4)

Ha(s) = s+1

Ahora si, se puede graficar los dos ceros y el un polo de la funcién
H(s). Para obtener los valores de los polos y ceros, cada raiz se debe igualar
a cero en forma independiente.

En el numerador de la funcién se tiene dos raices (ceros); esto es:

Entonces, es un cero en el origen.

La siguiente raiz (cero) es:

s+4=0
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5= =4

Entonces, es un cero en - 4.

En el denominador, se tiene una sola raiz (polo):
s+1=0

s=-—1

Entonces, es un polo en - 1.

En conclusién: los dos ceros ocurren en 0y - 4y, el polo ocurre en -1,
tal como se muestra en la figura 5.2.

W

Figura 5.2. Grafica de polos y ceros de la funcion Hax(s)

Problema 3: graficar los polos y ceros de la funcién de transferencia
H3 (S)

(s +2)
(s? + 45 +13)

Hi(s) =

Solucion:
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Las raices del denominador de la funcién H;(s) son como sigue:

s244s5+13=0

=44 \/(4)? —4(1)(13)
";1.2 - 2(1)

~4+V16-52 —-4+V-36 —4+j6
2 - 2 -2

S12 =
s512 =—2%j3

Entonces existen dos polos:

sy =—=2+j3

s5;=—2—j3

La raiz del numerador de la funcién H;(s) es:
s+2=0

§=-=2

Por lo tanto existe un cero en -2

La grifica de los polos y ceros de la funcién Hs(s), se encuentra en la

figura 5.3.
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. jS
£ j4
X -

4
£ jl

\J
Q

‘jl
—+ _jz
_J'3
—+ _j4

X
|
|
|

Figura 5.3. Grafica de los polos y ceros de la funcion
de transferencia Hs(s)

Problema 4: graficar los polos y ceros de la funcién de transferencia

H, (S)

Solucion:

La raiz del numerador de la funcién H,(s) es:

s—1=0
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Entonces el cero ocurre en 1.

Cuando los polos o ceros de la funcién de transferencia estin en el
lado derecho del plano S, entonces, el sistema es inestable.

En el denominador de la funcién H,(s) se encuentran dos raices.
s=0

Entonces, el un polo ocurre en el origen.

El segundo polo es:

s+6=0

s=-6

Entonces este polo ocurre en - 6.

La grifica se encuentra en la figura 5.4.

w

Figura 5.4. Grafica de los polos y ceros de la funcion
de transferencia Ha(s)
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Problema 5: graficar los polos y ceros de la siguiente funcién de

transferencia:
10(s + 3)°
H:(g) =
s8) = 7185 7 200
Solucion:

Para el término (s + 3)? se escoge la raiz en -3 y, como es al cuadrado,
se pone en ese punto dos veces, esto es, existe dos ceros en -3.

s+3=0
s=-3

El término s? + 8s + 20

-8 + /(8)* — 4(1)(20)

512 =

2

-8+ V64-80 -—-8++-16

S12 = -
2 2

-8 + j4 ,
S12 = 2 =—4%jZ
.51 =_4+j2
5y = —4 — j2

Entonces, existen dos polos complejos conjugados.

Las raices se dibujan en la figura 5.5.
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X-—mmmm——=——1 - J2

D) ! \ ! !
\\J/J T T T T
3 2 -1 .12 3
X-——mmm === - -2

4 _j3

4 'j4

\J
Q

Figura 5.5. Grafica de los polos y ceros de la funcion
de transferencia Hs(s)

Problema 6: graficar los polos y ceros de la funcién de transferencia

H6 (S)

758
HG{S) = (S + 1)2

Solucion:

Los ceros son:
s=0

Los polos son:
s+1=0
5==1
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Como Cl término (s + 1 2 €S al cuadrado entonces, en -1, existen dOS
’ ) )
pOlOS y s€ representan con dOS CqUiS (X)

El grifico se muestra en la figura 5.6.

JwW
A
—_1 JZ
: : : —X—®—F—F+—+>oc
5 4 302 - 1 2 3
4 _jl
+ -j

Figura 5.6. Grafica de los polos y ceros de la funcién
de transferencia Hs(s)

Problema 7: graficar los polos y ceros de la funcién de transferencia

H7 (S)

8(s —1)

H,(s) = G16)

Solucion:

En el numerador, existe una raiz a la derecha del plano S (parte po-
sitiva), esto es:
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Entonces el cero ocurre en 1.

Cuando los polos o ceros estin en la parte positiva del plano S, el

sistema es inestable.

En el denominador de la funcién /- (t) se encuentra una raiz.

s+6=0

5s=—h

El polo se encuentra en - 6.
La grifica se encuentra en la figura 5.7.
Jw

A

2 3

\j
o)

HK— : : | : ®
1

Figura 5.7. Grafica de los polos y ceros de la funcién
de transferencia H(s)
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CAPITULO 6
PARAMETROS DE DOS PUERTOS

Problemas Resueltos

Problema 1: desde el circuito de la figura 6.1, calcular la funcién de
transferencia 72 (s) /V; (s) (Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p. 489).

20 Q 25Q
+ o AN\ NN\N o}
Ui 50 Q §40 Q V2
11 12
Figura 6.1
Solucion:
MALILA 1

Se asume que la corriente de malla i; polariza de mds (+) a menos (-)
en cada uno de los elementos pasivos. Las otras corrientes de malla, si estin
en la misma direccién de iz, se suman y, si estin en direcciones opuestas, se
restan. A continuacién se aplica la Ley de Voltajes de Kirchhoff (LVK) y,
en cada elemento pasivo, la Ley de Ohm.

Aplicando la transformacién de Laplace:
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—V,(s) + 200, (s) + 50[1,(s) = I,(s)]| =0
—V,(s) + 201,(s) + 501, (s) = 50 I,(s) = 0
—V,(s) + 70 I(s) — 50 I,(s) = 0

70 1,(s) — 50, (s) = V,(s) (6-1)

MALLA 2

Se asume que la corriente de malla 7, polariza de mds (+) a menos (-)
en cada uno de los elementos pasivos. Las otras corrientes de malla, si estin
en la misma direccién de i, se suman y, si estin en direcciones opuestas, se
restan. A continuacién se aplica la Ley de Voltajes de Kirchhoft (LVK) y,

en cada elemento pasivo, la Ley de Ohm.
Aplicando la transformacién de Laplace:

25 1,(s) + 40 L,(s) + 50[L(s) — L, (s)] = 0
25 1,(s) + 40 I,(s) + 50 I,(s) — 501, (s) = 0
—501,(s) + 115 L,(s) = 0

—50 1,(s) = =115 L, (s)

115
f1(5) = ﬁ-’zﬁﬁ)

L(s)=23L(s) (6-2)
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La ecuacién (6-2) en la ecuacién (6-1):
70[2.3 I,(s)] = 50 I,(s) = V,(s)

111 L, (s) = V,(s) (6-3)
En la salida del circuito 6.1:

vz = 4’[“2

I"z(-'—'?] =40 fz(S)

I,(s) = 2 (6-4)

m
La ecuacién (6-4) en la ecuacién (6-3):

Vs (5)

111
40

= V;(s)

40
Va(s) = i1 V,(s)

V,(s) = 0.3604 V,(s)

V2 (5)

—— = (.3604
VLI:S)

NOTA: toda funcién de transferencia, en el numerador va la variable
de salida y en el denominador, la variable de entrada.

97



Solucionario de circuitos eléctricos
en estado estable y transiente

Problema 2: dado el circuito de la figura 6.2, obtener la funcién de

transferencia 72 (s) /V; (s) (Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p. 512).

50 50 Q
+ O AVAYAY NN\ o +
v, <f>o.01v2 <l>1o i §20 Q v
Sy o -
Figura 6.2
Solucion:

El problema de la figura 6.2 se resuelve por andlisis de malla, el mis-
mo que se encuentra en la figura 6.3. La fuente dependiente de corriente se
abre y forma una supermalla.

L, 50 50 Q
+ O AN \N\ NN o +
Vs <’f>o.01v2 <l>1oi1 §209 v,
ia ib ic
- O o -

Figura 6.3

MALILA a

Se asume que la corriente de malla i, polariza de més (+) a menos (-)
en cada uno de los elementos pasivos. Las otras corrientes de malla, si estin
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en la misma direccién de i, se suman y, si estdn en direcciones opuestas, se
restan. A continuacién se aplica la Ley de Voltajes de Kirchhoff (LVK) y,

en cada elemento pasivo, la Ley de Ohm.

-1+ 5i, 40011, =0

v, = 201,

—v, +5i, +0.01(20i,) =0
—v, 4+ 5i, +02i,=0

Vi (s)+51,(s)+021I.(s)=0 (6-5)

SUPERMALLA

En la supermalla, se asume que las corriente de mallas i, e ic polarizan
de mis (+) a menos (-) en cada uno de los elementos pasivos. Las otras
corrientes de malla, si estdn en la misma direccién de i, e i, se suman y, si
estin en direcciones opuestas, se restan. A continuacién se aplica la Ley de

Voltajes de Kirchhoff (LVK) y, en cada elemento pasivo, la Ley de Ohm.
-0.01v, +50i, +20i, =0
—-0.01(20i.) + 500, +20i, =0
50i, +19.8i,=0
500,(s) +198I.(s) =0 (6-6)
En la fuente dependiente de corriente:
10i, = iy, — i,
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100

i =i,
100, = ip — i,

10, — ip +i, =0

101,(s)=1L,(s)+1.(s)=0 (6-7)
En la salida:

Ty = ZDIG-

Va(s) = 201.(s) (6-8)

De la ecuacién (6-6),

501,(s) = —19.81.(s)

19.8
IB(S} = _HL_‘(‘F)
I, (s) = —0.396 I.(s) (6-9)

La ecuacién (6-9) reemplazar en la ecuacion (6-7):

101,(s) — [-0.396 I.(s)] + I.(s) =0
101,(s) + 0.396 I (s) + I.(s) = 0
107,(s) + 1.396 I (s) = 0

10 1,(s) = —1.396 I.(s)
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1.396
I,(s)=- TIE(S)

I,(s)=—0.1396I.(s) (6-10)

La ecuacién (6-10) se reemplaza en la ecuacién (6-5):

—V,(s) + 5[ 0.1396 I.(s)] + 0.2 I.(s) = 0
~Vy(s) — 0.698 I.(s) + 0.2 1.(s) = 0
—V,(s) — 0498 I.(s) = 0

—0.498 I.(s) = V,(s)

V].(S)
() = =5 498
I(s) = —2.01 V;(s) (6-11)

De la ecuacién (6-8):

Va {5)
20

Ic(s) =
1.(s) = 0.05 V. (s)

(6-12) = (6-11)

0.05 Vy(s) = —2.01 V,(s)

Vo(s)  —2.01
V. (s)  0.05
Fz(s} _

e —40.2
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CAPITULO 7
GRAFICAS DE LA RESPUESTA DE FRECUENCIA

Problemas Resueltos

Problema 1: con la funcién de transferencia H(s), preparar la funcién
para poder graficar el diagrama de Bode en amplitud y en fase.

Solucion:
H(s) = ——20(8s +80)(s +50)
7 7 (1057 + 705 + 370)(2s + 18)°
40 (8) (s +=) (s + 50)
H(s) = ( )(5 ) 5 2
H(s) = —20 ®)G +10)G +50)

4(10) s (s2 + 75 + 37)(s + 9)?

e = 40 (8)(10)(50) (i+ 1) (i+ 1) 2
37 (4)(10)(81) s ( =+ 3?) (§+ 1)
. 160000 ( + 1)( )

7 437

11933{}5[(7%) + o= +1] +1)

ey 1335 E+1)(S+ )2

s[(ﬁ)+115 +1] +1)

103



Solucionario de circuitos eléctricos
en estado estable y transiente

20log1.335 = 2,51

2¢ =115

1.15
(= T=G5?5

Problema 2: con la funcién de transferencia H(s) preparada en el
problema 1, se procede a graficar en la figura 7.1 el diagrama de Bode en
amplitud.
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Figura 7.1 Diagrama de Bode en amplitud (Problema 2)
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Problema 3: con la funcién de transferencia H(s) preparada en el pro-
blema 1, se procede a graficar en la figura 7.2 el diagrama de Bode en fase.

Figura 7.2 Diagrama de Bode en fase (Problema 3)

Problema 4: con la funcién de transferencia H(s), preparar la funcién
para poder graficar.
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Solucion:

60(9s + 90)(s + 60)

HE) = S257 5 755 4 384 (as 1 2877

60(9)(s + 10)(s + 60)

H) = 557 + 6255 7 30 G + 707

540(10)(60) (i + 1) ("‘—+ 1)
9408(s)(32) (2 + 225 + 1) (L + 1)1

H(s) =

324000 [—+ 1) (mﬂ)

H(s) = >
301056s [(m) +110— + 1] (§+ 1)

o) = 108(5+1)(5+1)

s[(%)+11ﬂ( +1] +1)

(%) +2<:%+1 =0

53y 6257 s

(@) *m(m)+1=ﬂ
(%)2+1.‘1{](5%)+1=ﬂ
20 =1.10

{ =055

HdB = 20log(1.08)

HdB = 0.67dB
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Problema 5: con la funcién de transferencia H(s) preparada en el proble-
ma 4, se procede a graficar en la figura 7.3 el diagrama de Bode en amplitud

Figura 7.3 Diagrama de Bode en amplitud (Problema 5)
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Problema 6: con la funcién de transferencia H(s) preparada en el pro-
blema 4, se procede a graficar en la figura 7.4 el diagrama de Bode en fase.

Figura 7.4 Diagrama de Bode en fase (Problema 6)
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Problema 7: con la funcién de transferencia H(s), preparar la funcién
para poder graficar.

Solucion:

42000s(6s + 48)

() = G 530)7(a2s2 + 705 7 15)(205 £ 100)

42000s(48) (5—’+ 1)

H(S):ea{m( +1) 15(““ +ﬂ+1)1nu(”5+1)
o) 20160005 Eg + 1)
2 705 E
135uuuu( +1) = + "L“: +1 (§+ 1]
= 15 |—
32 42
o) 1495(i+ 1)

(%+1)2[(; +2.78(= +1]( +1)

HdB = 20log(1.49)

HdB = 3,46
02
2{ _ 42
15
20 =278
{ =139
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Problema 8: con la funcién de transferencia H(s) preparada en el proble-
ma 7, se procede a graficar en la figura 7.5 el diagrama de Bode en amplitud.

Py

i 3

1 = i

& |z 7
& |F ¥

Figura 7.5 Diagrama de Bode en amplitud (Problema 8)

111



Solucionario de circuitos eléctricos
en estado estable y transiente

Problema 9: con la funcién de transferencia H(s) preparada en el pro-
blema 7, se procede a graficar en la figura 7.6 el diagrama de Bode en fase.

ETP]

Figura 7.6 Diagrama de Bode en fase (Problema 9)
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